ABITURPRUFUNG 2009 ZUM ERWERB DER
FACHGEBUNDENEN HOCHSCHULREIFE
AN FACHOBERSCHULEN UND BERUFSOBERSCHULEN

MATHEMATIK

Nichttechnische Ausbildungsrichtungen

Freitag, 29. Mai 2009, 9.00 Uhr bis 12.00 Uhr

Die Schiilerinnen und Schiiler haben je eine Aufgabe aus den
Aufgabengruppen A und B zu bearbeiten;
die Auswahl trifft die Schule
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Aufgabengruppe A

Al
Gegeben ist die Funktion f:x > 2-In((x +2)* +4) in der groBtmdglichen Defi-
nitionsmenge D¢ IR . Thr Graph wird mit G; bezeichnet.

Bestimmen Sie Dy, untersuchen Sie die Funktion auf Nullstellen und bestimmen
Sie ihr Verhalten an den Réndern der Definitionsmenge. (4 BE)

Untersuchen Sie G; auf Punkte mit horizontaler Tangente (Koordinaten und
Art).

[Teilergebnis: f'(x)= M] (5 BE)

X% +4x+8

Ermitteln Sie die Koordinaten der Wendepunkte von G¢und bestimmen Sie die

Gleichung der Wendetangente in dem Wendepunkt, der auf der y-Achse liegt.
(9 BE)

Zeichnen Sie G; unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse fiir —-8<x <4 in

ein kartesisches Koordinatensystem. Tragen Sie auch die Wendetangente aus
Aufgabe 1.3 in Thre Zeichnung ein. (5 BE)

Wir betrachten nun die Funktion g:x > g(x)=f'(x) = —24—Xi8—— mit D, =D¢
X +4x+8

(siche Aufgabe 1.2). Thr Graph wird mit G, bezeichnet.

Ermitteln Sie — unter Verwendung der Ergebnisse von Aufgabe 1 — die Nullstel-
le von g und die Koordinaten und die Art der Extrempunkte von G, (6 BE)

Bestimmen Sie die Gleichung der Asymptote von G, und zeichnen Sie G, un-

ter Verwendung der bisherigen Ergebnisse fiir —8 < x <4 in das Koordinatensys-
tem von Aufgabe 1.4. (5 BE)

Berechnen Sie in Abh#ngigkeit von ¢ den Inhalt A(c) der Fléche, die G, mit der

x-Achse und der Geraden mit der Gleichung x =c¢ (¢ > -2) einschlief3t, und un-
tersuchen Sie, ob A(c) fiir ¢ — o endlich ist. (5 BE)

Fortsetzung nichste Seite



Fortsetzung Al
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Eine bayerische Gemeinde gab 2006 im Vorfeld der Fortschreibung des Fldchen-
nutzungsplanes auf die kommenden Jahre eine Prognose fiir die Entwicklung der
Einwohnerzahl in Auftrag. Das beauftragte Institut sollte aus folgendem Daten-
satz als mathematisches Modell eine reelle Funktion N(t) aufstellen, die die Ein-
wohnerzahl N in Abhéngigkeit von der Zeit t in Jahren seit 1995 annihernd be-
schreibt und deren Werte fiir die weitere Entwicklung der Einwohnerzahl ab 2005
zugrunde gelegt werden sollen. Fiir den 1.1.1995 wird t =0 gesetzt.

Auf die Mitfithrung von Einheiten kann im Folgenden verzichtet werden.

Jahr (Stand am 1.1.) | 1995 |..... 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005
Einwohnerzahl 14416]..... 15446|15631|15805]15966|16127|16286

Um einen geeigneten Ansatz zu finden, sind folgende Fragen zu beantworten. Die
Antworten sind kurz zu begriinden. Gehen Sie dabei davon aus, dass die Nahe-
rungsfunktion zu jedem Zeitpunkt die Eigenschaften hat, die sich aus den Werten
der Tabelle ergeben.

A) Sollte die 1. Ableitung der Ndherungsfunktion stets positiv oder negativ sein?

B) Sollte der Graph der Naherungsfunktion stets rechts- oder linksgekriimmt
sein?

C) Hat die gesuchte Funktionsgleichung die Form y=mx+b ? (4 BE)

Die Erkenntnisse von 3.1 legen nahe, den Ansatz fiir eine beschrédnkte Wachs-
tumsfunktion der Form N(t)=C—a-e ™™ mit C, a, k eR" zu wihlen.
Bestimmen Sie aus den Einwohnerzahlen der Jahre 2000 und 2005 die Werte fiir
a und k, wenn gilt: C=20000 .

[Ergebnis: N(t) = 20000 — 5584 - %:04078t] (5 BE)

Uberpriifen Sie, ob das Modell die Einwohnerzahl von 2003 richtig angibt und
prognostizieren Sie mit Hilfe des Modells die Einwohnerzahl fiir 2030. (3 BE)

Beschreiben Sie die Bedeutung des Wertes von C im Sachzusammenhang.(2 BE)

Berechnen Sie den Wert der 1. Ableitung C(li—lj = N(t) an der Stelle t =14 und in-
terpretieren Sie dessen Bedeutung. (3 BE)
Die Kanalisation der Gemeinde ist flir ca. 19000 Einwohner ausgelegt. Berechnen
Sie, wann gemif3 dem Modell mit einer Uberschreitung dieser Einwohnerzahl zu
rechnen ist. (4 BE)
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6—6x
(x+1)>?
menge D; cIR . Ihr Graph heif}t G;.

Bestimmen Sie D; und geben Sie die Achsenschnittpunkte von G; sowie die

Art der Definitionsliicke von f an. Ermitteln Sie das Verhalten von f (x) bei An-
nédherung an die Definitionsliicke. (5 BE)

Gegeben ist die Funktion f:x > in ihrer groBtmdglichen Definitions-

Geben Sie die Gleichungen aller Asymptoten des Graphen G, an und untersu-
chen Sie, ob sich der Graph fiir x — + © seiner waagrechten Asymptote von

oben oder unten annéhert. (4 BE)

Untersuchen Sie G, auf Extrempunkte und bestimmen Sie gegebenenfalls de-

ren Art und Koordinaten. (Teilergebnis: f'(x) = (6X —11)§ (6 BE)
X+

Zeichnen Sie die Asymptoten von G, in ein Koordinatensystem und skizzieren
Sie G; nur unter Berticksichtigung der bisherigen Erkenntnisse ohne Berech-

nung weiterer Funktionswerte in dieses Koordinatensystem. (1 LE = 1 ¢cm)
‘ (4 BE)

Weisen Sie nach, dass sich der Funktionsterm f(x) auch in der Form

f(x) = 12 T 6 darstellen lasst.
x+1)° x+1

Verwenden Sie diese Darstellung des Funktionsterms dazu, das Integral

1

J.f (x) dx zu bestimmen und beschreiben Sie die geometrische Bedeutung des

0

berechneten Wertes. (7 BE)

Gegeben ist die Funktion g:x+> 4 In(x)-(2—In(x)) in ihrer gréBtmoglichen
Definitionsmenge D, cIR. Ihr Graph wird mit G, bezeichnet.

Geben Sie D, an, berechnen Sie alle Nullstellen von g und untersuchen Sie das

Verhalten von g an den Réndern von D,. (6 BE)

Ermitteln Sie das Monotonieverhalten von g und bestimmen Sie daraus die Ko-
ordinaten und die Art des Extrempunktes von G,

(Teilergebnis: g'(x) = M) (7 BE)
X

Fortsetzung néchste Seite
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Seit 1970 wird der weltweite Ausstol eines bestimmten Schadstoffes gemes-
sen, der im Verdacht steht, gesundheitsgefdhrdend zu sein. Eine Besorgnis er-
regende Zunahme des Schadstoffes hat zu vielfiltigen wissenschaftlichen Un-
tersuchungen der Thematik gefiihrt. Die jahrliche Emission dieses Schadstof-
fes betrug 1970 in den heutigen EU-Léndern 398 Mengeneinheiten (ME) und
1986 562 ME. Ein erstes Modell beschreibt flir den Zeitpunkt t die EU-weite
Emissionsrate des Schadstoffes in ME fiir den Zeitraum eines Jahres vor dem
Zeitpunkt t durch die Funktion s; mit

s{(t)=c- ekt (c,k elR™). t =0 steht fiir den Beginn des Jahres 1971.
Auf die Mitfiihrung von Einheiten kann im Folgenden verzichtet werden.

Berechnen Sie aus den obigen Messwerten die Werte fiir ¢ und k.

(Ergebnis: ¢ = 398 [ME] und k=0,0216[17) (3 BE)
a

Bestimmen Sie das Jahr, in welchem sich nach diesem Modell die Emission
des Schadstoffes in der EU gegeniiber 1970 um 50% erhoht hétte. (4 BE)

21
Berechnen Sie das Integral Isl (t)dt und erldutern Sie die Bedeutung des Wer-
0

tes im Sinne der Thematik. (4 BE)

In den Jahren 1987 bis 1991 wurden in der EU neue gesetzliche Regelungen

erarbeitet, da der Schadstoff als krebserregend erkannt wurde. Diese Regelun-
gen wurden ab 1.1.1992 wirksam und sollten zu einer Entschéarfung der Situa-
tion fithren. Nach einem zweiten Modell sollte die kiinftige jahrliche Emission

des Schadstoffes in der EU nach der Funktion s,(t) =1200 —-941- e 00235t (in

ME) verlaufen.
irt<
Nun ist s(t) = {Sl(t) flir t <21

s,(t) fir t>21

Zeigen Sie, dass die aus s; und s, auf diese Weise neu entstandene ab-

schnittsweise definierte Funktion s — im Rahmen der hier méglichen Genauig-
keit — an der ,,Nahtstelle“ t, = 21 stetig ist. (3 BE)

Zeigen Sie, dass trotz der neuen gesetzlichen Regelungen die Emission des
Schadstoffes in der EU weiter zunimmt, die jéhrliche Zunahme jedoch gerin-
ger wird. (4 BE)

Untersuchen Sie das Verhalten von s(t) fiir die ferne Zukunft und interpretie-
ren Sie das Verhalten im Sachzusammenhang,.

Im Jahr 2007 betrug die reale Jahresemission des Schadstoffes in der EU 753
ME. Vergleichen Sie diesen Wert mit dem durch die Funktion s vorhergesag-
ten Wert und kommentieren Sie den Unterschied der Werte. (3 BE)
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Aufgabengruppe B
BI

In einem kartesischen Koordinatensystem des R> sind die Gerade

5 (3 1 5 |3 -1} (0
g:x=|9|+r-|1]|,dieEbene E:x=| 2 |+s-| 2 |[+t:| 1| mit r,s,telR, und die
5 1 -1 0 4

Ebene F: —4x, +2x, +1=0 gegeben.

Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E in Koordinatenform.

(Mogliches Ergebnis: E:8x; +4x, —x;—-33=0) (3 BE)
Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S der Geraden g mit der Ebe-
ne E. (Ergebnis: S(1|7|3)) (3 BE)
Geben Sie die besondere Lage von F im Koordinatensystem an und bestimmen
Sie die Schnittpunkte von F mit den Koordinatenachsen. (3 BE)
Ermitteln Sie eine Gleichung der Schnittgerade h der Ebenen E und F.
4 -1
(Mogliches Ergebnis: h: ; = (0,25] +A [ 4 ], AeR) (4 BE)
0 8

Uberpriifen Sie, ob der Punkt S aus Aufgabe 1.2 auf der Geraden h liegt, schlieBen
Sie aus dem Ergebnis auf die gegenseitige Lage von g und h und fertigen Sie eine

Skizze, aus der die gegenseitige Lage von E, g und h hervorgeht. (6 BE)
Die Linder A, B und C sind untereinander und mit dem Weltmarkt nach dem Le-
0,2 0,05 0,05
ontief-Modell mit der Inputmatrix A=| 0,2 0,6 0,1 | verflochten.
0,2 0,2 0,6

Interpretieren Sie die Bedeutung der Werte a,; und a,,; der Inputmatrix A.(2 BE)

Erstellen Sie die Input-Output-Tabelle und zeichnen Sie das Verflechtungsdia-
._)
gramm (Gozintograph) fiir den Produktionsvektor x =(100 160 200)T (6 BE)

Eine Wirtschaftskrise in A fiihrt dazu, dass A kurzzeitig keine Giiter an den
Weltmarkt liefern kann. Die Produktionsmengen von B und C sollen in diesem
Zeitraum gleich groB sein. Berechnen Sie das Verhéltnis der Produktionsmengen
von C und A. Bestimmen Sie, wie viel Prozent ihrer Produktion B und C an den

Weltmarkt abgeben kénnen. (8 BE)
Drei 13. Klassen einer Fach- und Berufsoberschule gehen zu L|{P|G
einem Imbissstand zum Essen und geben den Inhalt ihrer 13| 21819
Klassenkassen von jeweils 108 € aus. Es werden drei Spei- 13b| 59 |11
sen angeboten: Leberkdssemmel (L), Pizza (P) und Gyros 13¢| 12| 8 | 9

(G). Die Tabelle zeigt die jeweils bestellten Mengen.
Berechnen Sie die Preise der einzelnen Speisen. (5BE)
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Ein Apfelanbaubetrieb ldsst sich in die drei Bereiche I: Produktion von Apfelsaft-
erzeugnissen, II: Produktion von Apfelschnaps und III: Produktion von Apfel-
konfekt einteilen. Diese Bereiche sind untereinander und mit dem Markt nach dem
Leontief-Modell verflochten. Die Gesamtproduktion dieses Jahres betrigt im Be-
reich I 3000 ME, in Bereich II 80 ME und in Bereich III 60 ME.

0,4 10 2
Die Inputmatrix ist gegeben durch A=} 0 0,1 1
0 0 0,1
Deuten Sie den Wert des Elementes a,;, =10 und die Werte 0 in der Inputmatrix im
Sachzusammenhang. (3 BE)
Bestimmen Sie die Input-Output-Tabelle dieses Jahres. (3BE)

: -

Im néchsten Jahr ist der Konsumvektor y =(5800 8 90)Tzu erwarten. Ermit-
_)

teln Sie den zugehdrigen Produktionsvektor x . (4 BE)

Um die gestiegene Nachfrage befriedigen zu kénnen, pachtet der Bauer zusétzlich
Streuobstwiesen, so dass die Produktion von Apfelsafterzeugnissen auf 14000 ME
steigt. Ermitteln Sie, in welchem groBten Intervall die Produktion von Apfel-

schnaps liegt, wenn die Produktion von Apfelkonfekt auf 540 ME steigen soll.
(5 BE)

Der alte Bauer iibergibt seinen Betrieb an seinen Sohn, der viel sparsamer produ-

zieren mochte. Dadurch verdndern sich die Werte a,;, a,, und a,; der Inputmatrix

auf die Halfte des bisherigen Wertes. Alle anderen Werte der Inputmatrix A blei-
ben unverandert. Berechnen Sie die Abgaben an den Markt, wenn die Produktion
im Bereich I 14000 ME, im Bereich II 600 ME und im Bereich III 540 ME be-
tragt. (4 BE)

In einem Koordinatensystem des R? sind die Punkte A(|-2]-1), B(-2|1]|2)
und C(2|3|0), die Ebene F:2x; + x5 +2 =0 und die Geradenschar

5 (2 1
h, :x=|3 [+k-| a | mit k,aeR gegeben.
0 2

Zeigen Sie, dass die Punkte A, B und C nicht auf einer Geraden liegen. (3 BE)

Die Punkte A, B und C legen eine Ebene E fest. Ermitteln Sie eine Gleichung die-
ser Ebene in Koordinatenform. (Mogliches Erg.: E:2x, —x, +3x3 —1=0)(5 BE)

Geben Sie die besondere Lage der Ebene F im Koordinatensystem an und ermit-
teln Sie eine Gleichung der Schnittgerade s der beiden Ebenen E (aus 2.2) und F.

-2 -1
(Mogliches Ergebnis: Si;()=[ 1 ]+t-{ 4] ,telR) (6 BE)
2 2

Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden s (aus 2.3) und h, in Abhén-
gigkeit von a. (7 BE)



