Abiturprufung 2011
Mathematik

als Leistungskursfach

Arbeitszeit: 240 Minuten

Der Fachausschuss wahlt aus den Themengebieten LM1, LM2 und LM3
jeweils eine Aufgabengruppe zur Bearbeitung aus.
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LM1 Infinitesimalrechnung
Aufgabengruppe |
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Gegeben ist die Schar der Funktionen f; : x> e “2 it s e IR* und De-
finitionsmenge IR. Der Graph von fg wird mit G4 bezeichnet. Die Abbil-
dung zeigt drei Graphen der Schar zu ganzzahligen Werten des Parameters s.
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1. a) Begriinden Sie anhand des Funktionsterms, dass gilt:
lim fg(x)= lim f (x)=0.

X—>—00 X—>+00

b) Zeigen Sie, dass alle Schargraphen G durch den Punkt (0]1) verlau-
fen und dass fiir x =0 sowie s; >s, die Ungleichung fSl (x) < f52 (%)
erfullt ist. Was lasst sich daraus hinsichtlich des Verlaufs der Graphen
G, und Gg, schlieBen?

¢) Weisen Sie nach, dass alle Schargraphen im Schnittpunkt mit der
y-Achse die gleiche Steigung besitzen.

d) Bestimmen Sie Lage und Art des Extrempunkts von Gq.

Geben Sie an, zu welchem Wert des Parameters s die in der Abbildung
dargestellten Graphen (1), (11) und (111) jeweils gehoren.

e) Begriinden Sie, dass G zu der durch die Gleichung x :% gegebenen
Geraden symmetrisch ist.
(Fortsetzung néchste Seite)
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2. Geben Sie fur den Graphen G der in IR definierten Integralfunktion

X

F:x jfz(t)dt das Monotonie- und Kriimmungsverhalten an. Beschrei-
1

ben Sie die Symmetrie von G und bestimmen Sie die Gleichung der

Wendetangente.

. Flr x>0 beschreibt die Funktion f, den Bestand einer Bakterienkultur,

der kontinuierlich Gift zugefuhrt wird (sogenanntes ,,vergiftetes Wachs-
tum®). Dabei ist x die Malizahl der seit Beginn der Giftzugabe vergange-
nen Zeit in Stunden, f¢(x) die zugehorige Bakterienzahl in Millionen

und s ein von der Wirksamkeit des Gifts abhangiger Parameter.

a) Wie hangt die Grolie von s mit der Wirksamkeit des Gifts zusammen?
Begriinden Sie Ihre Antwort.
Fur welchen Wert von s ist der maximale Bakterienbestand ftinfmal so
groR wie der Anfangsbestand?

b) Berechnen Sie den Zeitpunkt der starksten Abnahme des Bakterienbe-
stands in Abhdngigkeit von s.
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Aufgabengruppe I

1. Gegeben ist die Funktion f : X — 2x.ln(§) mit Definitionsbereich IR™.

Der Graph von f wird mit G¢ bezeichnet.

a) Bestimmen Sie die Nullstelle von f und geben Sie das Verhalten von f
an den Réndern des Definitionsbereichs an.

b) Bestimmen Sie Lage und Art des Extrempunkts E(Xg | yg) sowie das

Krimmungsverhalten von Gy .
[Teilergebnis: Xxg :%]
¢) Geben Sie das Verhalten von f'(x) flir x — 0 an. Berechnen Sie f(3)
und zeichnen Sie G unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse in

ein Koordinatensystem ein.

Die Einschrankung von f auf das Intervall ]0;xg] besitzt die Umkehr-
funktion g4, die Einschrankung von f auf das Intervall [Xg;+ o[ die
Umkehrfunktion g,.

d) Die Graphen von fund g, haben den Punkt S(Xg|Yys) gemeinsam.

Berechnen Sie die Koordinaten von S. Zeichnen Sie die Graphen von
g; und g, in das Koordinatensystem aus Teilaufgabe 1c ein.

[Teilergebnis: x5 =2+/e ]
e) Ermitteln Sie den Term einer Stammfunktion F von f.
[magliches Ergebnis: F(x) = x?-In(%) - $x°]

f) Die Graphen von f, g, und g, bilden, ergénzt durch den Koordinaten-

ursprung, den Rand eines endlichen Flachenstiicks. Berechnen Sie den
Inhalt dieses Flachenstucks.

(Fortsetzung néchste Seite)
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2. Der Graph G,, der in [—a; a] definierten Funktion h T
ist eine halbe Ellipse, die die y-Achse im Punkt s 2
(0] b) schneidet und mit der x-Achse ein Flachen- h
stiick des Inhalts A einschlieBt (a, b e IR™; siehe Ab- A
bildur_lg). Der Fynktionsterm von h wird im Folgen- = 5 i
den nicht benétigt.

a) Weisen Sie nach, dass fur jede reelle Zahl r die Beziehung

a a
n [(h(X)+1)?dx—m [(=h(x) +1)%dx = 2nr - 2A
—a —a
gilt, indem Sie die linke Seite der Gleichung geeignet umformen.

b) Geben Sie an, wie die Graphen der in [—a; a] definierten Funktionen
hy:Xh(X)+r und h, :x+ —h(x)+r aus G}, hervorgehen.
Durch den Term auf der linken Seite der Gleichung aus Teilaufgabe 2a
wird fur r > b das Volumen eines Rotationskorpers beschrieben. Fiir
welchen der abgebildeten Gegenstande stellt dieser Rotationskorper
bei passender Wahl von a und b ein geeignetes Modell dar? Begrtinden
Sie lhre Antwort.

Diskus Donut Melone
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LM2 Wahrscheinlichkeitsrechnung/Statistik
Aufgabengruppe 111

Im Folgenden wird jeder Besucher des Kaufhauses City-Markt als Kunde
bezeichnet — unabhéngig davon, ob er etwas einkauft oder nicht.

1. In der Tiefgarage des Kaufhauses parken 60% der Kunden. Von den in
der Tiefgarage parkenden Kunden tatigen 90% einen Einkauf im City-
Markt. 5% aller Kunden benutzen weder die Tiefgarage noch kaufen sie
etwas ein.

a) Wie viel Prozent der Kunden tatigen einen Einkauf im City-Markt?

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass ein zufallig ausge-
wahlter Kunde, der nicht in der Tiefgarage parkt, im City-Markt etwas
einkauft.

2. In dem Kaufhaus werden Pullover der Marke Hecht ausschlieRlich in den
Farben rot, blau und griin angeboten. Erfahrungsgemal sind 40% der dort
verkauften Pullover dieser Marke rot und 25% blau. Berechnen Sie fir
den Fall, dass im City-Markt im Laufe eines Tages unabhangig voneinan-
der 15 Pullover der Marke Hecht verkauft werden, die Wahrscheinlichkei-
ten folgender Ereignisse.

A: ,,Mehr als die Hélfte dieser Pullover ist griin.*
B: ,,Von jeder Farbe werden gleich viele Pullover verkauft.”
C: ,,Der dreizehnte dieser Pullover ist der vierte blaue.

3. Ein Auszubildender legt in einem Schaufenster acht rote, finf blaue und
sieben grine Pullover der Marke Hecht in einer Reihe aus.

a) Zeigen Sie, dass aus der Sicht eines Betrachters des Schaufensters
99768240 verschiedene Farbzusammenstellungen dieser Reihe mdg-

lich sind.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind die vier mittleren Pullover rot,
falls der Auszubildende die Anordnung rein zuféllig vornimmt?

4. Die Geschéftsleitung des City-Markts vermutet, dass der Anteil der mit
den Einkaufsbedingungen zufriedenen Kunden in letzter Zeit gesunken
ist. Um diese Vermutung zu testen, werden 225 zuféllig ausgewahlte Kun-
den dahingehend befragt, ob sie mit den Einkaufsbedingungen zufrieden
sind.

a) Ermitteln Sie die Entscheidungsregel fir die Nullhypothese ,,Héchs-
tens 80% der Kunden sind mit den Einkaufsbedingungen zufrieden.*
auf einem Signifikanzniveau von 10%. Verwenden Sie die Normalver-
teilung als Naherung.

(Fortsetzung néchste Seite)
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b) Es sei p der unbekannte Anteil der mit den Einkaufsbedingungen zu-
friedenen Kunden des City-Markts. Fir welche Werte von p kann bei
dem Test ein Fehler 2. Art auftreten? Die flr diese Werte definierte
Funktion f:p f(p) gibt die Wahrscheinlichkeit fir den Fehler 2. Art

des Tests in Abhangigkeit von p an. Geben Sie das Monotonieverhalten
von f an und erlautern Sie Ihre Antwort ohne zu rechnen.

. Im Rahmen einer Werbeaktion wird im City-Markt ein Gewinnspiel an-

geboten. In einer Lostrommel befinden sich 15 Kugeln, von denen drei
das Marktlogo ,,CM* tragen. Ein Spiel besteht darin, finf Kugeln ohne
Zuriicklegen zufallig zu ziehen. Die Zufallsgrofie X beschreibt die Anzahl
der gezogenen Kugeln mit der Aufschrift ,,CM*. Die folgende Tabelle gibt
die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X an.

x (0] 1}2]3

— 24 | 45| 20 | 2
P(X=X) 91 | 91 | 91 | 91

a) Geben Sie einen Ansatz an, mit dem sich P(X = 2) bestimmen lasst.

Inhaber einer City-Markt-Kundenkarte dirfen einmalig an dem Gewinn-
spiel teilnehmen. Jedem Spieler wird auf der Kundenkarte das Dreifache
der Anzahl der von ihm gezogenen ,,CM-Kugeln* als Betrag in Euro gut-
geschrieben. Die ZufallsgréRe G beschreibt die Summe der Gutschriften
bei n-facher Durchfiihrung des Gewinnspiels.

b) Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von G.
[Ergebnis: E(G) =3n, Var(G) :§n]

c) Der Quotient aus Standardabweichung und Erwartungswert wird als
relative Streuung bezeichnet. Wie haufig muss das Gewinnspiel min-
destens durchgefihrt werden, damit die relative Streuung von G héchs-
tens 5% betréagt?
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Aufgabengruppe 1V

Der im Jahr 1849 in Bayern herausgegebene ,,Schwarze Einser* ist die erste
in Deutschland erschienene Briefmarke.

1. An die Postschalter kam der Schwarze
Einser in Bégen zu je 90 Stiick. In der 3
Mitte jedes Bogens befand sich der un-
bedruckte Zwischensteg, so dass die
Marken in zwei Blocken angeordnet
waren (vgl. Abbildung). Ein gewissen-
hafter Postbeamter schnitt seinerzeit mit
einer Schere die jeweils gewiinschte
Stlickzahl Zeile fur Zeile von oben nach
unten aus einem Bogen, wobei das Abschneiden des Randes und das
Trennen in einzelne Marken dem Kunden oblagen. War dieser Bogen zu
Ende, griff der Beamte zum néchsten.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass ein Kunde
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a) beim Kauf einer einzelnen Briefmarke eine Marke vom Rand eines
Blocks erhielt.

b) beim Kauf von drei Briefmarken einen aus drei Marken bestehenden
Streifen erhielt, der nicht durch den Zwischensteg unterbrochen war.

Wegen seines hohen Sammlerwerts wurden auch viele Falschungen des
Schwarzen Einsers produziert. Erfahrene Prifer konnen sowohl Falschungen
als auch echte Marken eindeutig identifizieren. Gehen Sie im Folgenden da-
von aus, dass sowohl 30% der gestempelten als auch 30% der ungestempel-
ten Schwarzen Einser gefélscht sind und dass die Priifergebnisse fir einzelne
Marken unabhangig voneinander sind.

2. a) Wie viele Schwarze Einser — gestempelt oder ungestempelt — mussen
mindestens geprift werden, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 99% wenigstens eine Falschung dabei ist?

b) Ein Auktionshaus verschickt zehn einzelne Schwarze Einser, unter de-
nen sich genau vier Falschungen befinden, in einer zweizeiligen Ein-
steckkarte an einen Priifer. Wie viele verschiedene Anordnungen der
Briefmarken sind dabei mdglich, wenn in jeder Zeile finf Marken ste-
cken und nur zwischen echten und gefélschten Marken unterschieden
wird?

(Fortsetzung néchste Seite)
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3. Da gestempelte Schwarze Einser noch wertvoller sind als ungestempelte,

werden haufig auch die Poststempel auf den Marken gefalscht. Gehen Sie
davon aus, dass 40% aller Stempel auf Schwarzen Einsern gefalscht sind,
wobei gefélschte Stempel sowohl auf echten als auch auf gefalschten Mar-
ken zu finden sind. Echte Stempel auf geféalschten Marken kommen hinge-
gen nicht vor.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass ein Stempel auf ei-
nem echten Schwarzen Einser gefalscht ist.

b) Ein Prifer untersucht bei einem Schwarzen Einser zuerst den Stempel
und stellt fest, dass dieser gefélscht ist. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
ist dann die Briefmarke selbst echt?

. Heinz erbt von seinem GroRvater 15 ungestempelte Schwarze Einser, die

dieser unabhéngig voneinander als Einzelstiicke erworben hat. Z beschrei-
be allgemein die Anzahl der Féalschungen in einer aus 15 Marken bestehen-
den zufalligen Auswahl ungestempelter Schwarzer Einser.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit daftr, dass die Anzahl der ge-
falschten Schwarzen Einser in Heinz’ Erbschaft vom Erwartungswert
von Z um hdchstens eine Standardabweichung von Z abweicht.

Da ungepriifte Marken nicht zu einem angemessenen Preis verkauft werden
kdnnen, entschliel3t sich Heinz, seine Marken prifen zu lassen. Falls sich
eine Marke als echt herausstellt, werden 6% des Katalogpreises als Priifge-
buhr verlangt, andernfalls nur 2%.

Bei einem Katalogpreis von 1300 Euro kann fiir einen echten Schwarzen
Einser tatséchlich ein Verkaufspreis von 800 Euro erzielt werden. Ein als
gefélscht deklarierter Schwarzer Einser kann fir 30 Euro verkauft werden.

b) Zeigen Sie, dass Heinz fur seine Erbschaft insgesamt — nach Abzug der
Prufgebihren — einen Erlés in Hohe von 10830€ — k - 718€ erzielen
kann, wenn sich bei der Priifung k Schwarze Einser als gefalscht heraus-
stellen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erzielt Heinz insgesamt einen
Erlds von weniger als 7500 Euro?

. Berichten der Européischen Zentralbank zufolge war in der ersten Halfte

des Jahres 2009 etwa jeder 12700-ste 20-Euro-Schein gefalscht.
Es wird vermutet, dass die Falschungsquote bei den 20-Euro-Scheinen in-

zwischen auf tiber 8-107° angestiegen ist. Um diese Vermutung (Null-
hypothese) zu testen, werden von der Bundesbank zehn Millionen zuféllig
ausgewahlte 20-Euro-Scheine geprift. Bestimmen Sie die zugehorige Ent-
scheidungsregel auf einem Signifikanzniveau von 5% unter Verwendung
der Normalverteilung als Naherung.
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LM3 Analytische Geometrie
Aufgabengruppe V
In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(1|-6|2) und

0

. (-1 -1
B(10|30|11) sowie die Gerade g:x—[ 2 J+x-{ 4 ] A€ IR, gegeben.

1. a) Zeigen Sie, dass der Punkt A auf der Geraden g liegt, der Punkt B da-
gegen nicht.

b) Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene E, die durch die Gerade g und
den Punkt B festgelegt wird, in Normalenform. Geben Sie die beson-
dere Lage von E im Koordinatensystem an.

[mOgliches Teilergebnis: E:Xx; — X3 +1=0]

c) Der Punkt C auf der Geraden g bildet mit A und B ein gleichschenkli-
ges Dreieck mit der Basis [AC]. Bestimmen Sie die Koordinaten von C

und zeigen Sie, dass das Dreieck ABC den Flacheninhalt 504+/2 hat.
[Teilergebnis: C(-13|50|-12) ]

d) Geben Sie an, wie man fiir ein beliebiges Dreieck mithilfe der Innen-
winkel entscheiden kann, ob der Umkreismittelpunkt auf3erhalb des
Dreiecks liegt oder nicht. Treffen Sie damit diese Entscheidung nach-
vollziehbar fir das Dreieck ABC.

e) Die Punkte A, B und C sollen gemeinsam mit einem weiteren Punkt
die Eckpunkte einer dreiseitigen Pyramide bilden, die das Volumen
1344 hat. Erlautern Sie, warum die daftir geeigneten Punkte zwei Ebe-
nen bilden, und ermitteln Sie fir diese beiden Ebenen jeweils eine
Gleichung in Normalenform.

2. Gegeben ist nun zusatzlich die Ebenenschar Hy :tx; + X, + tX3 =0 mit

telR.

a) Alle Ebenen der Schar schneiden sich in einer Geraden. Ermitteln Sie
eine Gleichung dieser Geraden.

b) Ermitteln Sie jeweils, ob es eine Ebene der Schar gibt, die
o) die Gerade g enthélt.
B) parallel zur Ebene E aus Teilaufgabe 1b ist.

c) Liegt jeder beliebige Punkt P auf einer der Scharebenen? Begriinden
Sie Ihre Antwort.
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Aufgabengruppe VI

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(-1|-2|-3),
B(3|-1|-2) und C(1|-3|-1) sowie die Ebenenschar

E :(2+4k)-x; +(2+Kk)-x, +(k—1)-x3+3=0 mit k € IR gegeben.

1. a) Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC gleichschenklig und rechtwinklig

ist. Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene F, die das Dreieck ent-
héalt, in Normalenform.

[mdgliches Ergebnis: F:x; —2X, —2x3 -9=0]

b) Weisen Sie nach, dass jede Ebene der Schar E| senkrecht zu F steht
und den Punkt C enthalt.

-1 —2
Schnittgerade aller Ebenen der Schar ist.

(1 1
c) Begriinden Sie, dass die Gerade s:x = { 3} +A- [ 2] , Le R, die

d) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene W, beziiglich der die Punkte
A und B symmetrisch liegen, in Normalenform. Zeigen Sie, dass W
die Gerade s enthalt, aber nicht zur Ebenenschar E, gehort.

e) Berechnen Sie den Abstand der Geraden AB und s.

2. a) Zeigen Sie, dass der Punkt A in der Scharebene Ej und der Punkt B

in der Scharebene E_; liegt.
Das Lot auf Ey in Aund das Lot auf E_; in B schneiden sich im
Punkt P. Ermitteln Sie die Koordinaten von P.

[Teilergebnis: P(1|0|—4)]
b) Es gibt zwei Punkte auf der Geraden CP, die von P den Abstand J2

haben; Q sei derjenige von beiden, der nicht auf der Strecke [CP]
liegt. Bestimmen Sie die Koordinaten von Q.

[Ergebnis: Q(1|1]|-5)]

¢) Rotiert das Dreieck AQC um die Seite [CQ)], so entsteht ein Doppel-
kegel. Berechnen Sie dessen Volumen.



