Fachabiturpriifung 2010 zum Erwerb der Fachhochschulreife an

Fachoberschulen und Berufsoberschulen

MATHEMATIK

Ausbildungsrichtung Technik

Dienstag, 8. Juni 2010, 9.00 - 12.00 Uhr

Die Schiilerinnen und Schiiler haben je eine Aufgabe aus den Aufgabengruppen
A und B zu bearbeiten. Die Auswahl der Aufgaben trifft die Schule.
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. [-Teilergebnis: f '(x)=4-

.
Aufgabengruppe A: Analysis

Al

1+ha-m

7 in ihrer gréBtmlﬁ glichen
-X

Gegeberi-ist die reelle Funktion f:x+>4-

Definitionsmenge Dy .

Zeigen Sie, dass D¢ = |—co; 1] gilt, und berechnen Sie den exakten Wert der Null-
stelle der Funktion f. -

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte f(x) an den Réndern der |
Definitionsmenge. '

‘Bestimmen Sie iiber die maximalen Monotonieintervalle Art und Lage des Extrem-

punktes des Graphen von f.

In(1-x)
(1-x)>

Bestimmen Sie die Wertemenge der Funktion f mithilfe bisheriger Ergebnisse.

Untérsuchen Sie das Kriimmungsverhalten des Graphen von f und ermitteln Sie die
exakten Koordinaten seines Wendepunktes W.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente t an den Graphen von fim Punkt W und
berechnen Sie deren Schnittpunkt mit der x-Achse.

swﬁ—zj

[ mogliches Teilergebnis: t:y = 2-x +
e g

Zeichnen Sie mithilfe der vorliegenden Ergebnisse den Graphen der Funktion f und
die Tangente t fiir —6 < x <0,7 in ein kartesisches Koordinatensystem mit dem

‘MaBstab1 LE=1 cm.

Im zweiten Quadranten liegt ein Punkt P(k;f(k)) auf dem Graphen von f, dessen
Koordinaten die Bedingung f(k) = —k erfiillen. Entnehmen Sie Ihrem Graphen einen

geeigneten Startwert k, und berechnen Sie mit Hilfe des Newton-Verfahrens einen

Niherungswert fiir die Stelle k. Fiihren Sie zwei Naherungsschritte durch und geben
Sie Thre Ergebnisse auf drei Nachkommastellen gerundet an. ,

Zeigen Sie, dass die Funktion F:x - -2 [hl (1 - x)] . 4. ln(l - x) in ihrer Defini-
tionsmenge Dy =Dy eine Stammfunktion der Funktion f ist, und berechnen Sie den

Fliacheninhalt des Flichenstiickes, das vom Graphen von f, der Tangente t und der
y-Achse eingeschlossen wird. Runden Sie das Ergebnis auf drei Nachkommastellen.

Fortsetzung siehe néichste Seite
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Fortsetzung A I:
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Das Hinterrad eines Traktors iibt auf den Ackerboden an der Oberfliche einen Druck

von 4,0 .10* Pa aus. Der Druck nimmt mit zunehmender Tiefe unter der Oberfliche ab

und betrégt in 1,0 m Tiefe nur noch ein Viertel des Wertes an der Oberfliche.
Fiir die Abhéngigkeit des Drucks p in Pascal (Pa) von der Tiefe x in Meter gilt in einem
mathematischen Modell die Funktionsgleichung

2 ’
p(x)=a-e7 %" wobei x>0 und a,b e RR.

Auf das Mitfiihren der Einheiten kann verzichtet werden.

Bestimmen Sie die Parameterwerte a und b.
[ Mogliche Ergebnisse: a= 4,0-104 , b=2:In(2) ]

Stellen Sie den Druck p in Abhéngigkeit von der Tiefe x fiir 0 <x <1,5 graphisch dar.
Wihlen Sie dazu selbst einen geeigneten Malstab.

Entnehmen Sie Ihrem Diagramm die ungeféhre Tiefe, in der der Druck halb so gro3
ist wie an der Oberfldche, und berechnen Sie dann diese Tiefe genau.

Berechnen Sié die lokale Anderungsrate des Drucks in 0,50 m Tiefe.

Bestimmen Sie, in welcher Tiefe die lokale Anq_erungsrate des Drucks betragsmifig
am groften ist, und berechnen Sie diese lokale Anderungsrate.
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Aufgabengruppe A: Analysis

All

x2 —ax+1

X2

a € IR unabhéngigen Definitionsmenge Dfa = IR\{O}.

Gegeben sind die reellen Funktionen f, :x in der vom Parameter

Ermitteln Sie Anzahl und Lage der Nullstellen der Funktion f, in Abhdngigkeit von a.

Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte f, (x) in der Nihe der Definitions-

liicke sowie flir 'x’ — . Geben Sie die Gleichungen aller Asymptoten an.

Bestimmen Sie in Abh#ingigkeit von a die jeweils maximalen Monotonieintervalle der
Funktion f, , geben Sie diejenigen Werte von a an, fiir die der jeweilige Graph von f,
einen Extrempunkt hat, und ermitteln Sie dessen Art und Lage in Abhéngigkeit von a.

Hinweis: Unterscheiden Sie die Féllea=0,a> 0 und a <0.

[ mogliches Teilergebnis: f,'(x) = 12 - % ]
x° X

Untersuchen Sie, fiir welche Werte von a der Graph von f, einen Wendepunkt besitzt,
und bestimmen Sie dessen Koordinaten in Abhéngigkeit von a. '

Setzen Sie nun a=1 und zeichnen Sie unter Verwendung der bisherigen Ergebnisse
und weiterer geeigneter Funktionswerte fiir —5<x <5 den Graphen von f] mit seinen
Asymptoten in ein kartesisches Koordinatensystem mit dem Mal3stab 1 LE =1 cm.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente t im Punkt P(1; f; (1)) an den Graphen
von f; und zeichnen Sie die Tangente t in das Diagramm der Aufgabe 1.5 ein.

[ mogliches Teilergebnis: t:y= —-x+2 ]

Fiir 0<k <1 schlieBen die Gerade mit der Gleichung x =k, der Graph von f] und die

Tangente t ein endliches Fléchenstlick Ay ein.
Markieren Sie dieses Flichenstiick fiir k =0,5 im Diagramm der Aufgabe 1.5 und
zeigen Sie, dass fiir den Flicheninhalt A(k) der Flache Ay in Abhangigkeit von k gilt:

k2 +k-In(k)+1 k> +3
k 2

Adk) =

Beweisen Sie zundchst, dass gilt: lim [k - In(k)]= 0 . Untersuchen Sie dann, ob der
: k—0

. k>0
Grenzwert lim A(k) existiert, und erkldren Sie, was Thr Ergebnis geometrisch bedeutet.
k—0
k>0

Fortsetzung siehe ndchste Seite
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Fortsetzung A II:
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Ein Doppelschicht-Kondensator ist entsprechend der gegebenen Schaltung mit einer
Gleichspannungsquelle verbunden, die eine konstante Spannung Uy = 5,00 V liefert.
Der Widerstand R des Stromkreises betrdgt 10 Q.

Wird zum Zeitpunkt ty =0 der Schalter S geschlossen, beginnt der Kondensator
sich aufzuladen. Der zeitliche Verlauf der am Kondensator anliegenden Spannung in
Volt (V) wird beschrieben durch die Gleichung:

Uc(t)=Ug-(1—e"**"), wobei 0=2,50-1072 57
Schalter S » Widerstand R

—_

Uy == —

Kondensator

Berechnen Sie lim U (t) und erkldren Sie die Bedeutung dieses Grenzwerts.
t—o0 ‘

Erstellen Sie eine Wertetabelle fiir die Kondensatorspannung U ¢ (t) sowie fiir die am
Widerstand R anliegende Spannung Ug (t) fir 0<t<100 s mit einer Schrittweite
von At=20 s und stellen Sie Ug(t) und Ug (t) in einem gemeinsamen Diagramm

graphisch dar.
Hinweis: Offensichtlich gilt zu jedem Zeitpunkt Uy = Ug + Ug.
Mafstidbe: 1 cm entspricht 10s bzw. 1V.

Bestimmen Sie die momentane Anderungsrate der Spannung U zur Zeit ty =0

sowie ihren Grenzwert fiir t — . Stellen Sie eine Gleichung der (einseitigen)
Tangente an den Graphen von U¢ im Ursprung auf und zeichnen Sie diese Tangente

in das Diagramm der Aufgabe 2.2 ein.

In dem gegebenen Stromkreis gilt fiir die Stromstérke I in Abhéngigkeit von der Zeit t
die Gleichung: I(t) = -[;—0 em ot

Stellen Sie in einem neuen Diagramm die Stromstérke I in Abhéngigkeit von der Zeit t
graphisch dar.

Die Stromstirke I ist definiert als die Ableitung der transportierten Ladung Q nach der
Zeitt: I(t) =Q(t)

Ermitteln Sie eine Gleichung, die den zeitlichen Verlauf der Ladung Q(t) des
Kondensators angibt, berechnen Sie Q(60 s) und veranschaulichen Sie diesen Wert

im Diagramm der Aufgabe 2.4. Berechnen Sie auBlerdem lim Q(t).

t—o>w
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Aufgabengruppe B: Lineare Algebra und Analytische Geometrie

B

Vor dem Louvre, dem beriihmten Pariser Kunstmuseum,
wurde im Jahre 1989 eine Glaspyramide erbaut, welche
den unterirdisch liegenden Haupteingang beherbergt. Diese
Pyramide wurde der Cheops-Pyramide nachempfunden.
Die Seitenldnge der quadratischen, nach unten offenen
Grundfldche betrdgt 35 m und die Spitze S liegt lotrecht
tiber deren Mittelpunkt in einer H6he von 22 m.
In einem geeignet gewahlten kartesischen Koordinaten-
system (1 LE =1 m) sind der Ursprung O und der / B
X

Punkt B(35; 35 0) zwei Eckpunkte der in der 1

X1,X7 -Ebene liegenden horizontalen Grundfléche.
Die Skizze zeigt die prinzipielle Lage der Pyramide.

1  Geben Sie die Koordinaten der beiden Eckpunkte A und C sowie der Spitze S an.

2  Bestimmen Sie eine Parameter- und eine Normalengleichung der Ebene E, in der die
Punkte A, B und S liegen.

[ Mogliches Teilergebnis: E: 22-x;+17,5-x3 — 770 = 0 ]
3 Berechnen Sie den Neigungswinkel einer Seitenfldche gegeniiber der Grundfléche.

4 Berechnen Sie den Fldcheninhalt einer der vier gldsernen Seitenfldchen.

5.0 Aneinem im Punkt S befestigten Seil wurde eine nach allen Seiten gleichméafig Licht
abstrahlende Lampe so aufgehéngt, dass die Lichtstrahlen im Schwerpunkt jeder
Seitenflédche senkrecht auftreffen.

5.1 Zeigen Sie, dass der Punkt M (%, %; ?] der Schwerpunkt des Dreiecks ABS ist,

und zeigen Sie, dass der Aufhdngepunkt P der als punktférmig angenommene Lampe
unterhalb der offenen Grundfliche OABC liegt.

5.2 Die Position der Lampe kann fiir spezielle Lichteffekte durch Verédnderung der Seillénge
verdndert werden. Berechnen Sie den Abstand der Lampe von der Seitenkante OS, wenn

die Lampe auf Hohe der x;,x, -Ebene angebracht wird.
6  Vor der Pyramide steht ein senkrechter Fahnenmast, dessen Spitze F die Koordinaten
-2,5

F(40; 30; 8) besitzt. Paralleles Sonnenlicht mit dem Richtungsvektor I=| -3
—%

erzeugt auf der Seitenfliche ABS der Pyramide den Schattenpunkt Fg der Spitze F.

Bestimmen Sie die Koordinaten dieses Punktes Fg .
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Aufgabengruppe B: Lineare Algebra und Analytische Geometrie

B

BE |1.0  Ineinem kartesischen Koordinatensystem des IR3 mit dem Ursprung O sind die
Punkte A(1; 0; -2), B (-1;2;2) und Cy (k; -k; —2-k) mitk € IR gegeben.

3 |1.1  Untersuchen Sie, fiir welche Werte von k die drei. Vektoren OA, OB und OCy eine
Basis des IR? bilden.

4 (1.2 Die Punkte O, A, B und Cy bilden jeweils ein Tetraeder.
Berechnen Sie alle Werte von k, fiir die das Volumen des zugehorigen Tetraeders
1 VE betrégt.

4 |13  Bestimmen Sie k so, dass der zugehorige Punkt Cy von den Punkten A und B gleich

weit entfernt ist.

1.4.0 Die Punkte A und B legen die Gerade g fest, die Punkte Cy liegen auf der Geraden h.

5 [1.4.1 Geben Sie fiir die beiden Geraden g und h jeweils eine Gleichung an und untersuchen
Sie die gegenseitige Lage dieser beiden Geraden.

8 |1.4.2 Stellen Sie eine Gleichung der Geraden i auf, die die beiden Geraden g und h jeweils
senkrecht schneidet.

2.0  Die Punkte A, Bund Cy aus 1.0 legen fiir jeden Wert von k genau eine Ebene Ey
fest.

2 |2.1  Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene Ej in Normalenform.
[ Mogliches Ergebnis: Ey : kxj +(k—2)xy +x3-k+2=0 ]

4 |22 Gegeben ist auBerdem die Ebene H: xy —x5 —2x3+19=0 »
Ermitteln Sie die Koordinaten des Punktes S, der sowohl auf der Ebene H als auch auf
jeder Ebene E; liegt. ;




