Fachabiturprifung 2015 zum Erwerb der Fachhochschulreife an

Fachoberschulen und Berufsoberschulen

MATHEMATIK

mit CAS

Ausbildungsrichtung Technik

Freitag, 22. Mai 2015, 9.00 - 12.00 Uhr

Die Schilerinnen und Schuler haben je eine Aufgabe aus den Aufgabengruppen
A und B zu bearbeiten. Die Auswahl der Aufgaben trifft die Schule.



BE

1.0

11

1.2

1.3

14

2.0

2.1

2.2

2.3

24

Aufgabengruppe A: Analysis

Al

Gegeben ist die reelle Funktion g/:xn—>6i mit der Definitionsmenge
+X

Dg/ =]-6;6[. Sie ist die Ableitungsfunktion der reellen Funktion g, welche die

Definitionsmenge Dy = Dg, besitzt.

Bestimmen Sie ohne CAS das Verhalten von g/(x) an den Réandern der Definitions-
menge.

Bestimmen Sie das Monotonieverhalten von g.

Geben Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus
1.1. und 1.2 fur jeden der abgebildeten
Graphen G;, G, und Gj eine kurze
Begriindung an, ob der jeweilige Graph
der Graph der Funktion g sein kann.

Ermitteln Sie einen Funktionsterm g(x) fir den Fall, dass die Funktion g eine
Nullstelle bei x =-3 hat

Gegeben sind nun die reellen Funktionen g mit g:xn—>|n(2+§j und f mit
fix>9g(x)-g(-x) und der Definitionsmenge Df =Dy =]-6;6[ sowie dem

zugehdrigen Graphen Gg.

Weisen Sie ohne CAS nach, dass fir den Funktionsterm von f gilt:

6+ X
f(x)_ln(e—j.

—X

Berechnen Sie ohne CAS die Nullstelle von f und zeigen Sie ohne CAS, dass der
Graph von f punktsymmetrisch zum Ursprung ist.

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von f und bestimmen Sie die Gleichung der
Wendetangente.

Zeichnen Sie mit Hilfe bisheriger Ergebnisse und geeigneter Funktionswerte den Gra-
phen wvon f sowie die Wendetangente fir xeDs in ein Kartesisches

Koordinatensystem. Mal3stab: 1 LE = 1cm

Fortsetzung siehe nachste Seite
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Fortsetzung A I:
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Gegeben ist die Funktion F:x— x-In(ng—XjJrG-ln(%—xz) mit der Definitions-
-X

menge Dg = Dg¢. Zeigen Sie ohne CAS, dass F eine Stammfunktion von f ist.

Begrunden Sie ohne weitere Rechnung, dass der Graph von F keinen Wendepunkt
besitzt.

Die x-Achse, der Graph G¢ und die Gerade mit der Gleichung x = k mit 0<k <6

schlieBen ein endliches Flachenstiick mit der von k abhangigen Mal3zahl A(k) des
Flacheninhalts ein.

Kennzeichnen Sie dieses Flachenstiick fiir k = 4 in Threm Schaubild aus 2.4 und
berechnen Sie die von k abhdngige Mal3zahl des Flacheninhalts A(k).

Berechnen Sie den linksseitigen Grenzwert des Flacheninhalts A(k) fir k — 6~
exakt.

Bei der Synthese eines Medikaments wird die Temperatur T (t) (in °C) wahrend der
Reaktionsdauer t (in Minuten) mit t > 0 kontinuierlich gemessen.

Dabei gilt: T (t)=10-(t-e"**c) mit k,ce Rund k#0.

Zum Zeitpunkt t=0 wird eine Temperatur von 18 °C gemessen. Nach einer
Reaktionsdauer von 8 Minuten betragt die Temperatur 47,43 °C. Auf das Mitfiihren
der Einheiten kann bei den Berechnungen verzichtet werden. Alle Ergebnisse sind
gegebenenfalls auf zwei Nachkommastellen zu runden.

Bestimmen Sie die Werte der Parameter ¢ und k.

Fur die folgenden Teilaufgaben gilt: ¢ = 1,8 und k = 0,25.
Berechnen Sie das Temperaturmaximum wahrend der Reaktion.

Um die Qualitadt des Endprodukts nicht zu gefahrden, darf in der Abklhlphase die
Temperaturabnahme in jeder Minute hdchstens 4 °C betragen. Zeigen Sie, dass dies
selbst im Augenblick der starksten Abkihlung eingehalten wird.

Nach langerer Zeit nahert sich die Temperatur T(t) wieder der Ausgangstemperatur
von 18 °C an (Nachweis nicht erforderlich). Die Flache zwischen der waagrechten
Geraden mit der Gleichung a(t) = 18 und dem Graphen von T(t) ist proportional zur
wéhrend der Synthese freigesetzten Energie. Weisen Sie nach, dass diese endlich ist.
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Aufgabengruppe A: Analysis

All

2
Lo . X =2x+a . L .
Gegeben sind die reellen Funktionen f, :x— —5 mit der jeweils maximalen
X_

Definitionsmenge Dy — R und aeR.

Geben Sie die maximale Definitionsmenge D¢ an und bestimmen Sie die Art der
Definitionslucke von f, in Abhangigkeit von a.

Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von a die Lage und die Vielfachheiten der Nullstellen
von fj.

Ermitteln Sie fir a > 0 das Monotonieverhalten der Funktion f, sowie die Art und
die Abszisse aller relativen Extrempunkte des Graphen von f, .

Bestimmen Sie flr a > 0 die maximalen Krimmungsintervalle des Graphen von f, .

Fir a = 1 erhalt man die Funktion f;, die im Folgenden mit f bezeichnet wird, d. h.

x2 —-2X+1

f00 =100 ="—=2

Bestimmen Sie die Gleichungen aller Asymptoten des Graphen von f. Geben Sie
auch die Koordinaten der Extrempunkte des Graphen von f an.

Zeichnen Sie unter der Verwendung der bisherigen Ergebnisse und geeigneter
Funktionswerte den Graphen von f sowie sdmtliche Asymptoten fir -2 < x <6 in
ein kartesisches Koordinatensystem. Maf3stab: 1LE = 1cm.

Der Graph von f und die Winkelhalbierende des I. Quadranten schlieBen mit den
senkrechten Geraden mit den Gleichungen x =3 und x =b mit beIRund b > 3 ein
Flachenstiick ein. Kennzeichnen Sie dieses Flachenstuck in Ihrer Zeichnung aus 1.5.2
fur b = 4. Bestimmen Sie ohne CAS anschlieend den Wert von b so, dass der
Flacheninhalt dieses Flachenstiicks die MaRzahl 2 hat.

Gegeben ist die reelle Funktion g: x > In(f(x)) mit der Funktion f aus 1.5.0 und der
maximalen Definitionsmenge DygcR.

Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass fir die Definitionsmenge Dy gilt:
Dg =]2;o[. Untersuchen Sie weiterhin ohne CAS das Verhalten der Funktionswerte
g(x) an den Randern der Definitionsmenge Dy .

Fortsetzung siehe nachste Seite
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Bestimmen Sie ohne CAS die Art und die Koordinaten des relativen Extrempunkts
des Graphen der Funktion g.
X—-3

[ Magliches Teilergebnis: g/(x):z—
X®—-3x+2

]

Begrunden Sie ohne Verwendung der 2. Ableitung von g, dass der Graph von g fir
x >3 mindestens einen Wendepunkt besitzt.

Um die Ausbreitung von Borkenkéfern in bayerischen Waldern zu erforschen, wird

der Befall eines ausgewdéhlten Baumes uber den Zeitraum von 12 Monaten

untersucht. Die Anzahl der in diesem Baum befindlichen Borkenkafer kann
2

naherungsweise durch den Term N(t) = N eM20 mjtt e Rund t>0, A<0

beschrieben werden, wobei Ny die Anzahl der Borkenk&fer zu Beginn des
Beobachtungszeitraums und t die Zeit in Monaten ab Beobachtungsbeginn ist.

Es ist bekannt, dass sich die Anzahl der Borkenkafer nach dem ersten Monat
verdreifacht hat und nach einem weiteren Monat 133 Borkenkafer gezahlt wurden.

Alle Ergebnisse sind auf zwei Nachkommastellen zu runden, sofern nicht anders

gefordert. Auf das Mitfihren der Einheiten kann bei den Berechnungen verzichtet
werden.

Bestimmen Sie A und No. Runden Sie dabei No auf eine ganze Zahl.

Fur die folgenden Teilaufgaben gilt: A =-0,10 und No =18.

Ab einem Befall von 540 Borkenké&fern gilt der Baum als dauerhaft geschadigt.
Berechnen Sie ohne CAS den Zeitpunkt tg, zu dem diese Anzahl erstmalig erreicht

ist.
Bestimmen Sie ohne CAS den Zeitpunkt t,,.,, zu dem der Befall des Baumes am
groften ist.
° 2
[ Mégliches Teilergebnis: N(t) = —3,6-e 010120 (¢ _g) ]

Bestimmen Sie den Zeitpunkt t,, zu dem sich die Borkenkafer am stdrksten
vermehren.
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Aufgabengruppe B: Lineare Algebra und analytische Geometrie

Bl

In einem Kartesischen Koordinatensystem des IR® sind die Ebenen E, und F sowie
die Gerade h gegeben. Dabei gilt:

-1 -1
Die Ebene F enthalt die Gerade h und verlauft parallel zur x, -Achse.

. 3 2
Eqa:2a-x;—(a—1)-x3+2=0 mit ae IR und h:x_{—lJHv[ 1 J LeR.

Stellen Sie eine Gleichung der Ebene F in Koordinatenform auf.
[ Mdgliches Teilergebnis: F:x;+2x3-1=0 ]

Untersuchen Sie die gegenseitige Lage von hund E, in Abhéangigkeit von a.

Untersuchen Sie, ob sich die Ebenen E, und F senkrecht schneiden kdnnen, und fiir
welchen Wert von a die Ebenen E, und F parallel sind.

Ermitteln Sie ohne CAS alle Werte von a, fur die sich die Ebenen E, und F unter
einem Winkel von 45° schneiden.

Beim Bau einer neuen Zahnradbahn ist
ein Bergmassiv zu untertunneln (siehe
Schnittskizze — nicht maRstéblich).

Um die Bauzeit des Tunnels zu
verkirzen, wird von den Punkten A und
B aus gleichzeitig je eine zylinderformige
Tunnelréhre mit einem Radius von 2 m
gebohrt.

Fur die Berechnungen wird ein kartesisches Koordinatensystem des IR3 verwendet,
dessen X;Xo-Ebene waagrecht verlauft. In diesem Koordinatensystem gilt

A(2]100]0) und B(1002|350|254). Die Mittelachsen der Tunnelrdhren liegen auf

_ (4

den Geraden g; bzw. g,. Vom Punkt A aus wird in Richtung u_{ll und vom
1

Punkt B aus in die Gegenrichtung gebohrt. Alle Koordinaten sind in Meter

angegeben.
Auf das Mitfuihren der Einheiten kann bei den Berechnungen verzichtet werden.

Weisen Sie nach, dass der Punkt B genau 4 m oberhalb (in x3-Richtung) von g;
liegt.

Untersuchen Sie, ob bei diesen Verhéltnissen die Tunnelrfhren wenigstens teilweise
aufeinander treffen.
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Aufgabengruppe B: Lineare Algebra und analytische Geometrie

Bl

In einem Kartesischen Koordinatensystem des IR® sind die Geraden g1, 9o und die
Ebene F gegeben:

(2 1 L (2 1
O1:X=[2|+A| 2|, helR; gy:X={2|+pn|l 5 |, pelR;
0 1 0 -3

F:2X1 +5X9 +8x3-11=0.

Begriinden Sie, dass die Geraden g; und g, eine Ebene E aufspannen, und

bestimmen Sie eine Gleichung dieser Ebene E in Parameterform und in
Koordinatenform.

[ Mdgliches Teilergebnis: E:Xq+4Xy+7X3-10=0 ]

Die Ebenen E und F schneiden sich in der Geraden s. Bestimmen Sie eine Gleichung
der Schnittgeraden s.

. (-2 1
[ Mdgliches Ergebnis: s:x _{ 3 }rc{—z} ceR ]
0 1

Berechnen Sie die GrofRe des Schnittwinkels der Ebenen E und F. Runden Sie das
Ergebnis auf eine Nachkommastelle.

Ermitteln Sie den Abstand der parallelen Geraden s und g;.

Zusétzlich zu den Ebenen E und F aus Aufgabe 1 sind nun die Ebenen
H, : aX;+6X,+9%x3 =12 mit a R gegeben.

Prufen Sie ohne CAS, ob eine der Ebenen H, zu F parallel ist.

Bestimmen Sie alle Werte von a so, dass fur den Abstand d, des Ursprungs O von

) 12
der Ebene H, qilt: d, =—.
a Ot Ga=17

Bestimmen Sie ohne CAS den Wert von a, fiir den die Normalenvektoren der Ebenen
E, Fund H, keine Basis des IR3bilden.
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